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PEMODELAN MATEMATIKA DAN ANALISIS STABILITAS DARI 
PENULARAN PENYAKIT GONORE 
 




Gonore merupakan penyakit kelamin yang disebabkan oleh bakteri diplokokus gram negatif, Neisseria 
gonorrhoeae.Penyakit gonore dapat ditularkan melalui aktifitas seksual dengan seseorang yang telah 
terinfeksi gonore, melalui ibu hamil yang menderita gonore kepada bayinya, transfusi darah atau 
penggunaan alat suntik yang telah tercemar bakteri Neisseria gonorrhoeae. Adapun tujuan dari 
penelitian ini yaitu untuk mencari kriteria kestabilan model penularan penyakit gonore di sekitar titik 
tetap. Pembentukan model penularan penyakit gonore dimulai dengan membagi populasi menjadi 2 sub-
populasi, yaitu sub-populasi rentan ( )dan sub-populasi terinfeksi ( ). Besarnya laju perubahan model 
penularan penyakit gonore terhadap waktudipengaruhi olehbeberapafaktoryaitutingkat pengurangan 
jumlah individu pria yang terinfeksi(  )  tingkat pengurangan jumlah individu wanita yang terinfeksi 
(  ),tingkat penambahan jumlah individu pria yang terinfeksi (  ), tingkat penambahan jumlah individu 
wanita yang terinfeksi (  ), jumlah total pria (  ), dan jumlah total wanita (  ). Berdasarkan model 
yang telah terbentuk, diperoleh dua titik tetap yaitu titik tetap bebas penyakit dan titik tetap endemik. 
Selanjutnya, untuk mencari kriteria kestabilan model penularan penyakit gonore di sekitar titik tetap 
diselidiki tanda nilai eigen dari matriks Jacobian dengan menggunakan Kriteria Routh-Hurwitz. Dari 
hasil analisis diketahui bahwa sistem di sekitar titik tetap bebas penyakit stabil asimtotik lokal pada saat 
              yang menunjukkan bahwa dalam waktu lama tidak ada individu yang terjangkit 
penyakit.Sedangkan titik tetap endemik stabil asimtotik lokal pada saat               yang 
menunjukkan bahwa dalam waktu lama tetap ada individu yang terinfeksi penyakit gonore. 
 
Kata kunci:titik tetap, kestabilan dan Kriteria Routh-Hurwitz 
PENDAHULUAN 
Model matematika merupakan sekumpulan persamaan dan pertidaksamaan matematika yang 
menginterpretasikan permasalahan dunia nyata dalam bahasa matematika. Sedangkan pemodelan 
matematika dapat dipandang sebagai proses membangun suatu model matematika untuk 
menggambarkan dinamika suatu sistem, sehinggadapat diketahui atau diperkirakanapa yang akan 
terjadi pada sistem tersebut dalam jangka waktu tertentu [1]. Pemodelan matematika banyak 
digunakan dalam berbagai disiplin ilmu, salah satunyailmu kesehatan. Pada bidang kesehatan, 
pemodelan matematikadigunakan untuk mengetahui pola penyebaran suatu penyakit, baik penyakit 
menular maupun yang tidak menular. 
Gonore merupakan penyakityang disebabkanoleh bakteri Neisseria gonorrhoeae.Penyakit gonore 
ini mempunyai komplikasi yang sangat erat hubungannya dengan anatomi dan genitalia.Selain itu, 
penyakit gonore dapat pula mengakibatkan infeksi sistemik (seluruh tubuh) ke sendi, jantung, selaput 
otak dan lain sebagainya [2].Sementara infeksi mata pada bayi baru lahir yang lebih dikenal dengan 
Oftalmia neonatorum gonokokus terjadi akibat adanya kontak antara bayi dan jalan lahir yang 
terinfeksi bakteri Neisseriagonorrhoeae.Konjungtivitis yang muncul pertama kali cepat menyebar dan 
jika tidak diterapi dapat mengakibatkan kebutaan pada bayi [3].Pada individu yang 
telahterinfeksibakteri Neisseria gonorrhoeaetidak timbul imunitas alami, sehingga infeksi dapat 
terjangkit lebih dari satu kali [4]. 
Model penularan penyakit gonore merupakan suatu model matematika yang menggambarkan 
dinamika penularan penyakit gonore. Tujuan dari penelitian ini yaitu untuk mencari kriteria kestabilan 
model penularan penyakit gonore di sekitar titik tetap. Pembentukan modelpenularan penyakit gonore 
dimulai dengan membagi populasi menjadi dua sub-populasi yaitu sub-populasi susceptible 
daninfective.Analisis kestabilan model dilakukan pada kestabilan asimtotik lokal model. Penelitian 
dimulai dengan mempelajari dinamika penularan penyakit gonore. Lalu disusun asumsi-asumsi untuk 
menyederhanakan model. Kemudian didefinisikan parameter yang digunakan pada model. Selanjutnya 




dibentuk model penularan penyakit gonore. Setelah itu dicari titik tetap pada model. Linearisasi 
dengan membentuk matriks Jacobian sistem dilakukan untuk menyelidiki kestabilan pada setiap titik 
tetap. Kemudian dicari nilai-nilai eigen dari polinomial karakteristik. Kestabilan sistem di sekitar titik 
tetap dianalisis berdasarkan Kriteria Routh-Hurwitz. Modelpenularan penyakit gonore diilustrasikan 
dengan simulasi dan interpretasi pada model berdasarkan parameter yang disajikan dalam bentuk 
potret fase dan grafik. 
MODEL PENULARAN PENYAKIT GONORE 
Model penularan penyakit gonore merupakan suatu model matematika yang menggambarkan 
dinamika penularan penyakit gonore. Pembentukan model penularan penyakit gonore dimulai dengan 
membagi populasi menjadi dua sub-populasi, yaitu sub-populasi rentan ( ) dan sub-populasi terinfeksi 
( ). Sub-populasi rentan ( )terdiri darijumlah individu pria yang rentan terhadap penyakit 
(  )danjumlah individu wanita yang rentan terhadap penyakit (  ). Sedangkan sub-populasi 
terinfeksi( ) terdiri darijumlah individu priayang terinfeksi penyakit ( ) dan jumlah individu wanita 
yang terinfeksi penyakit( ). 
Asumsi-asumsi yang digunakan untuk merumuskan modelpenularan penyakit gonore: 
1. Model penularan penyakit gonore dalam penelitian ini berlaku untuk populasi heteroseksual. 
2. Populasi memiliki perilaku seragam. 
3. Tingkat pengurangan jumlah individu pria yang terinfeksi diperoleh dengan membagi jumlah 
individu pria yang telah sembuh dari infeksi dengan jumlah individu pria yang terinfeksi. Tingkat 
pengurangan jumlah individu pria yang terinfeksi dilambangkan dengan   . Sedangkan tingkat 
pengurangan jumlah individu wanita yang terinfeksi diperoleh dengan membagi jumlah individu 
wanita yang telah sembuh dari infeksi dengan jumlah individu wanita yang terinfeksi. Tingkat 
pengurangan jumlah individu wanita yang terinfeksi dilambangkan dengan   . 
4. Tingkat penambahan jumlah individu pria yang terinfeksi diperoleh dengan membagi jumlah 
wanita terinfeksi dengan jumlah individu pria yang rentan. Tingkat penambahan jumlah individu 
pria yang terinfeksi dilambangkandengan   .Sedangkan tingkat penambahan jumlah individu 
wanita yang terinfeksi diperoleh dengan membagi jumlah pria yang terinfeksi dengan jumlah 
wanita yang rentan. Tingkat penambahan jumlah individu wanita yang terinfeksi ini dilambangkan 
dengan   . 
5. Jumlah total pria dan jumlah total wanita dianggap konstan yang masing-masing dilambangkan 
dengan   .dan   . 










Gambar 1.Diagram Transfer Model Penularan Penyakit Gonore 
Model penularan penyakit gonore adalah sebagai berikut [5, 6]: 
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Model (1) pada prinsipnya adalah identik dengan model (2).Sehingga analisis terhadap model 
penularan penyakit gonore dapat dilakukan melalui salah satu dari model tersebut.Diasumsikan jumlah 
total pria adalah konstan dan dilambangkan dengan (  ), dan jumlah total wanita adalah konstan dan 
dilambangkan dengan (  ) dimana                   merupakan konstanta positif, maka jumlah 
total pria (  ) dan jumlah total wanita (  )dapat dituliskan sebagai berikut: 
                                                                                                                             
                                                                 
sehingga modelpenularan penyakit gonore dapat dituliskan sebagai berikut: 
  
  
        (    ) 
  
  
        (    ) 
}                                 ( ) 
Keterangan Variabel: 
    Waktu 
    Jumlah individu pria yang terinfeksi gonore 
    Jumlah individu wanita yang terinfeksi gonore 
     Jumlah individu pria yang rentan 
     Jumlah individu wanita yang rentan 
     Jumlah total pria 
     Jumlah total wanita 
Keterangan parameter: 
     Tingkat pengurangan jumlah individu pria yang terinfeksi 
     Tingkat pengurangan jumlah individu wanita yang terinfeksi 
     Tingkat penambahan jumlah individu pria yang terinfeksi 
     Tingkat penambahan jumlah individu wanita yang terinfeksi 
Titik tetap Sistem (3) didapat dengan menolkan ruas kiri sistem yaitu: 
  
  
   dan 
  
  
  . Titik 
tetap pada Sistem (3) merupakan titik tetap yang membuat modelpenularan penyakit gonore tidak 
mengalami perubahan sepanjang waktu. Titik tetap Sistem (3) adalah sebagai berikut: 
   (     )  (   ) 
   (     )  (
             
  (       )
 
             
  (       )
) 
Titik tetap pertama(  ) merupakan titik tetap bebas penyakit, hal ini berarti bahwa dalam waktu yang 
lama tidak ada individu yang terjangkit penyakit gonore. Titik tetap kedua (  ) merupakan titik tetap 
endemik, hal ini berarti bahwa dalam waktu yang lama tetap ada individu yangterinfeksi penyakit 
gonore. 
ANALISIS KESTABILAN MODEL DI SEKITAR TITIK TETAP 
Analisis kestabilan dilakukan dengan melakukan proses linearisasi sistem persamaan diferensial 
melalui pendekatan pada titik-titik tetap [7]. 
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Persamaan (4) merupakan matriks Jacobian dari Sistem (3). Titik tetap bebas penyakit    (     ) 
disubstitusikan ke matriks Jacobian   ( ) pada Persamaan (4) diperoleh: 
  (  )  [
       
       
]




Sedangkan untuk titik tetap yang kedua atau titik tetap endemik    (     ) apabila disubstitusikan 
ke matriks Jacobian   ( ) pada Persamaan (4) diperoleh: 
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Sifat stabilitas suatu sistem di sekitar titik tetap dapat diketahui berdasarkan tanda dari nilai eigen. 
Apabila tanda dari nilai eigen tidak dapat diketahui dengan mudah maka untuk menyelidiki kestabilan 
digunakan Kriteria Routh Hurwitzdalam Lemma 1 dan Teorema 2. 
Lemma 1 [8]Semua akar real dari polinomial  
 ( )     
     
       
           
             
mempunyai bagian real negatif jika dan hanya jika pertidaksamaan memenuhi 
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       (        )
     (       )
                               ( )  
dengan 
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| 
Selanjutnya, untuk     diberikan Teorema 2. 
Teorema 2 [9] Diberikan A, B adalah bilangan-bilangan real. Bagian real dari setiap akar-akar 
persamaan karakteristik 
 ( )          
adalah negatif jika dan hanya jika             
Bukti: 
(i) ( )akan dibuktikan jika    ( ) < 0 dan  dan   bilangan real pada  ( )          
maka      . 
dari persamaan   ( )         , maka:                
berdasarkan Kriteria Routh-Hurwitz dalam Lemma 1, maka bagian real dari setiap akar 
persamaan ( )          adalah negatif jika dan hanya jika      positif, yaitu: 
   |  |  | |      
   |
    




|            dan     
dengan demikian diperoleh bahwa bagian real dari setiap akar persamaan 
 ( )          
adalah negatif maka          
 
(ii) ( )  akan dibuktikan jika  ,   positif  dengan  ,   bilangan real dan 
 ( )          
maka   ( ) < 0. 
diketahuiA,B positif  maka 
     
akibatnya 
   |  |  | |          
   |
    




|            
 
Berdasarkan Kriteria Routh-Hurwitz, jika      dan     maka semua akar-akar dari 
persamaan ( ) adalah negatif atau mempunyai bagian real negatif. Dengan kata lain    ( ) < 0. 
 
  Dari (i) dan (ii) dapat disimpulkan bahwa bagian real dari setiap akar-akar persamaan karakteristik 
 ( )          
adalah negatif jika dan hanya jika              Teorema terbukti  . 
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Berdasarkan titik tetap bebas penyakit dan titik tetap endemik yang dievaluasi dalam matriks 
Jacobian, dianalisis kestabilan sistem di sekitar titik tetap pada Teorema 3 dan Teorema 4 sebagai 
berikut: 
Teorema 3 [5]Diberikanpersamaan karakteristik pada titik tetap    
    (     )  (             )    
Jika              , maka setiap akar-akar dari persamaan karakteristik mempunyai bagian real 
yang negatif. 
Bukti: 
Diketahui persamaan karateristik pada titik tetap   adalah 
    (     )  (             )    
Dimisalkan: 
                                                                                                                  ( )   
berdasarkan persamaan karakteristik (6) maka diperoleh: 
  (     ) 
  (             ) 
perhatikan bahwa    (     ),  
diketahui              dimana                  > 0,  maka  (     )     . 
Selanjutnya, perhatikan  (             ), karena               maka dapat disimpulkan 
bahwa (             )     . 
Berdasarkan nilai koefisien persamaan ( ) diperoleh: 
     ,     ,      
dibentuk matriks Hurwitz berikut: 
  [
    





berdasarkan matriks Hurwitz di atas diperoleh determinan Hurwitz: 
   |  |  | |    
   |
    




|     
dari nilai    dan   maka dapat diketahui bahwa: 
            
          dan                
Karena nilai      dan      maka polinomial  ( ) mempunyai pembuat nol yang bagian realnya 
negatif. Dengan demikian semua bilangan real nilai eigen pada matriks   (  ) bernilai negatif jika 
             . Berdasarkan Kriteria Routh-Hurwitz, jika determinan Hurwitz adalah positif, maka 
semua akar-akar dari persamaan ( ) adalah negatif atau mempunyai bagian real yang negatif. Dengan 
kata lain nilai eigen (   ) mempunyai bilangan real negatif. Sehingga dapat disimpulkan bahwa sistem 
di sekitar titik tetap bebas penyakit   stabil asimtotik lokal.Hal ini menunjukkan bahwa dalam jangka 
waktu yang lama individu yang ada dalam populasi menuju titik   atau tidak ada individu yang 
terinfeksi penyakit. 
Selanjutnya kestabilan Sistem (3) di sekitar titik tetap endemik diberikan pada Teorema 4. 
Teorema 4[5]Diberikan persamaan karakteristikpada titik tetap    
          
dengan: 
  
(            (  )
     (  )
              (  )
      (  )
      (  )
 (  )
     )
((       )(       ))
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(             )(             )(    )
 (        )
 
(       )(       )
 
Jika              ,maka setiap akar-akar dari persamaan karakteristik mempunyai bagian real 
yang negatif. 
Bukti: 
Diketahui persamaan karakteristik  
          
dengan: 
  
(            (  )
     (  )
              (  )
      (  )
      (  )
 (  )
     )
((       )(       ))
 
  
(             )(             )(    )
 (        )
 




(            (  )
     (  )
              (  )
      (  )
      (  )
 (  )
     )
((       )(       ))
 
diketahui bahwa               maka: 
  
(            (  )
     (  )
              (  )
      (  )
      (  )
 (  )
     )
((       )(       ))
   
Selanjutnya  
  
(             )(             )(    )
 (        )
 
(       )(       )
 
dikarenakan              maka diperoleh: 
  
(             )(             )(    )
 (        )
 
(       )(       )
   
Berdasarkan nilai koefisien polinomial  ( ) diperoleh: 
     ,     ,      
dibentuk matriks Hurwitz berikut: 
  [
    





Berdasarkan matriks Hurwitz di atas diperoleh determinan Hurwitz: 
   |  |  | |    
   |
    




|     
dari nilai A dan B maka dapat diketahui bahwa: 
            
           dan                
Karena nilai      dan      maka polinomial  ( ) mempunyai pembuat nol yang bagian realnya 
negatif. Dengan demikian semua bilangan real nilai eigen pada matriks   (  ) bernilai negatif jika 
             . Sehingga dapat disimpulkan bahwa sistem di sekitar titik tetap    (     )stabil 
asimtotik lokal.Hal ini menunjukkan bahwa dalam jangka waktu yang lama individu yang ada dalam 
populasi menuju titik     atau masih ada individu yang terinfeksi penyakit gonore. Titik tetap    
disebut juga sebagai titik tetap endemik. 
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SIMULASI DAN INTERPRETASI NUMERIK 
Gambaran umum kestabilan sistem pada titik tetap    dan    dapat ditunjukkan dalam potret fase 
dengan memilih nilai-nilai parameter yang memenuhi kriteria kestabilan model penularan penyakit 
gonore. 
a.Titik tetap   dipilihparameter                     0.006,                     . 
Titik tetap    merupakan titik tetap bebas penyakit, dimana tidak ada individu yang terinfeksi penyakit 
gonore.Dalam potret fasedapat dilihat keadaan kedua titik tetap   dan titik tetap    apabila diberikan 
parameter seperti yang telah disebutkan.Untuk lebih jelasnya, potret fase kestabilanmodel penularan 
penyakit gonore pada titik tetap bebas penyakit dapat dilihat pada Gambar 2. 
 
Gambar 2.Potret FaseKestabilan ModelPenularan Penyakit Gonore 
padaTitik Tetap Bebas Penyakit 
     Pada Gambar 2 dapat dilihat bahwa sistem stabil menuju titik tetap    (   ). Apabila parameter 
yang telah diberikan disubstitusikan pada titik tetap    maka akan diperoleh titik    (          ). 
Dapat dilihat pada gambar bahwa keadaan pada titik tersebut tidak stabil. Sehingga dapat disimpulkan 
bahwa sistem di sekitar titik tetap bebas penyakit    (   ) stabil asimtotik lokal.Hal ini 
menunjukkan bahwa dalam jangka waktu yang lama tidak ada individu yang terinfeksi penyakit. 




 ( )          (     )  
 
  
 ( )          (     )  
Langkah berikutnya yaitu menentukan titik tetap bebas penyakit, diperoleh titik tetap bebas penyakit 
sebagai berikut: 
   (       ) 
Proses linearisasi sistem menggunakan matrik Jacobian, diperoleh: 
  [
     
   
] 
Selanjutnya dimisalkan nilai awal untuk jumlah individu pria yang terinfeksi gonore adalah 20 orang 
dan jumlah individu wanita yang terinfeksi gonore adalah 35 orang, maka diperoleh grafik sebagai 
berikut: 
   (   ) 
   (          ) 




Gambar 3.Grafik Jumlah Individu Pria dan Wanita Terinfeksi pada Suatu Waktu untuk 
              
Pada Gambar3 dapat dilihat bahwa jumlah individu pria yang terinfeksi penyakit gonoreperlahan-
lahanbergerak turun menuju titik tetap bebas penyakit. Hal yang sama juga terjadi pada jumlah 
individu wanita yang bergerak turun menuju titik tetap bebas penyakit. Dengan tidak adanya individu 
terinfeksi maka populasi dalam keadaan bebas dari penyakit. 
b. Titiktetap    (
             
  (       )
 
             
  (       )
)dipilih parameter                      ,  
                       .Jika disubstitusikan pada parameter, maka     (132.61, 
190.68).Potret fase kestabilan modelpenularan penyakit gonore pada titik tetap endemik diperlihatkan 
oleh Gambar 4 berikut: 
 
Gambar 4.Potret Fase Kestabilan ModelPenularan Penyakit Gonore 
padaTitik Tetap Endemik 
Pada Gambar 4 dapat dilihat bahwa sistem stabil menuju titik tetap     (             ), 
sedangkan titik tetap    (   )sistem tidak stabil. Hal ini menunjukkan bahwa titik tetap    stabil 
asimtotik lokal. Karena titik tetap    tidak sama dengan nol maka dalam jangka waktu yang lama 
masih ada individu yang terinfeksi penyakit gonore. Titik tetap    ini disebut juga titik tetap endemik.
   (   ) 
   (             ) 
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Selanjutnya, berdasarkan parameter-parameter yang telah diberikan akan dilihat perilaku sistem dalam 
bentuk grafik. Dengan mensubstitusikan nilai-nilai parameter ke dalam sistem maka sistem dapat 
ditulis kembali menjadi: 
 
  
 ( )            (     )  
 
  
 ( )              (     )  
Langkah berikutnya yaitu menentukan titik tetap endemik, diperoleh titik tetap endemik sebagai 
berikut: 
   (                 ) 
Proses linearisasi sistem di atas menggunakan matrik Jacobian, diperoleh: 
  [
              (     )
     (     )             
] 
Matriks Jacobian di titik tetap endemik    adalah: 
  [
             
               
] 
Selanjutnya dimisalkan nilai awal untuk jumlah individu pria yang terinfeksi gonore adalah 20 orang 
dan jumlah individu wanita yang terinfeksi gonore adalah 35 orang, maka diperoleh grafik sebagai 
berikut: 
 
Gambar 5.Grafik Jumlah Individu Pria dan Wanita Terinfeksi pada Suatu Waktu untuk 
             . 
Dapat dilihat pada Gambar 5 bahwa jumlah individu pria yang terinfeksi penyakit gonore dan jumlah 
individu wanita yang terinfeksi penyakit gonore dari kondisi awal terus meningkat mendekati titik 
tetap endemik. Dengan kata lain, dalam waktu 100 bulan ke depan masih ada individu terinfeksi 
penyakit gonore dalam populasi. 
PENUTUP 
Berdasarkan pembahasan yang telah dipaparkan didapat beberapa kesimpulan yaitu: 
1. Modelpenularan penyakit gonore pada populasi heteroseksual yaitu: 
  
  
        (    )  
  
  
        (    ) 
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2. Jika               maka sistem di sekitar titik tetap    (   ) stabil asimtotik lokal. Hal 
inimenunjukkan bahwa dalam jangka waktu yang lama individu yang ada dalam populasi menuju 
titik    (   ) atau tidak ada individu yang terinfeksi penyakit. 
3. Jika               maka sistem di sekitar titik tetap    (
             
  (       )
 
             
  (       )
)stabil 
asimtotik lokal. Hal ini menunjukkan bahwa dalam  jangka waktu yang lama kondisi epidemi 
penyakit gonore tetap ada. Dengan kata lain masih ada individu yang terinfeksi penyakit gonore. 
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